EczaMIN Z ALGEBRY 11 — 2023

Prosze umiescié rozwigzania poszczegélnych zadari na oddzielnych. podpisanych kartkach.
Kazde zadanie ma wartosé 20 punktow.

. Niech F bedzie cialem. Wykazaé, ze istnieje skoriczenie wiele parami nieizomorficznych
F[X]-moduléw, ktére sa jednowymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad F wtedy i tylko
wtedy, gdy cialo F jest skonczone.

. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z 1. Dla dowolnego R-modutlu M rozwazimy
podzbiér pierécienia R, zwany anihilatorem M, okreslony wzorem

Anng(M) = {r € R:rm = 0 dla wszystkich m € M}.

a) Wykaza¢, ze Anng(M) jest idealem pierscienia R.
b) Wykazaé, ze jesli niezerowy R-modut M jest wolny, to Anng (M) = 0.

¢) Rozstrzygnaé, czy zachodzi wynikanie przeciwne do tego z punktu b).

. Niech R bedzie pierécieniem przemiennym z 1. Niezerowy R-modul M nazywamy prostym,
jesli ma dokladnie dwa podmoduly: 0 oraz M.

a) Niech M bedzie niezerowym R-modulem. Wykazac, ze jesli dla dowolnego 0 # m € M
zachodzi réwnosé Rm = M, to R-modul M jest prosty.

b) Zbada¢, dla ktorych pierscieni R przemiennych z 1 kazdy R-modul wolny rangi 1 jest
prosty.

¢) Opisa¢ wszystkie, z doktadnoscig do izomorfizmu, C[X|-moduty proste, gdzie C oznacza
cialo liczb zespolonych.

. Zbadad, czy grupa zadana prezentacja

I'=(z,y|yzy~" =2°)

a) jest przemienna;

b) jest skonczona.

. Wykazaé, ze jesli liczba zespolona z jest konstruowalna nad ciatem @, to takze liczby Re(z)
oraz Im(z) sa konstruowalne nad Q.

. Wykazaé, ze pierwiastki réwnania
X°-80X-15=0

nie wyrazaja sie przez pierwiastniki nad cialem Q.



